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Oscilacoes eléctricas num circuito RLC

Considere-se agora um condensador inicialmente carregado com a carga qo € que no
instante t=0 ¢ descarregado sobre um circuito eléctrico de resisténcia R e corficiente de
auto-indug¢do L, por fecho do interruptor I.
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O condensador vai-se descarregar sendo ¢(¢) -~ 0 quando - ® . Neste caso tem-se:

[1]

Esta ¢ uma equacdo diferencial de 2* ordem homogénea (com o segundo membro nulo)
e que ¢ igual a equagdo encontrada na mecanica para um oscilador harménico linear
livre com atrito. As diferentes solu¢des encontradas para o sistema mecanico podem ser
simuladas usando um circuito eléctrico.
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Em primeiro lugar recordemos a situagdo vista no curso de mecanica. Seja uma massa
m, presa por uma mola de constante de restituicdo K e sujeita a um atrito 3 (factor de
atrito).
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A equacdo do movimento toma a forma:

ma:Frest'{'Fat
ma = - Kxii, - pvi,
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onde w( = ,/— ¢ a frequéncia propria da oscilacdo e A= 2[3— ¢é o coeficiente de atrito.
m m

No caso do circuito eléctrico tem-se igualmente
2
d“v dv
€+ 21 c+w8vc:0,
dl‘z dt

oo 1 ] R
comWp=——v¢eA=—.
NLC 2L
As solugdes para V. (f) sdo assim do mesmo tipo das solu¢des encontradas na mecanica

para x(t). O atrito ¢ devido aqui ¢ presenga da resisténcia eléctrica que ¢ o elemento
dissipativo, pelo que as solugdes vao-se anular quando 7 - ® (regime livre
amortecido).

Na mecanica viu-se que uma equagao diferencial do tipo:
2
d“x dx
o2 =+ 0dx=0
dt2 dt
admite como solugdes exponenciais do tipo X = Aexp(st) , pelo que substituindo obtém-
se:

s24e + 2) sAet + a)gAeSt =0

s2+2)ls+w3=0

Esta ultima equagdo ¢ chamada de equagdo caracteristica e tem como solugdes:

S1’2:‘/\i\M2‘w2.
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Podem-se encontrar diferentes regimes:
i) Amortecimento fraco, 4 < @ .

1,2 7 Tt j\0
com @ = ,/wg - )2 . As raizes sdo complexas conjugadas:

x(2) = Aleslt + Azeszt = Ale(_" Fjo) Aze(_A AR
Para que x(t) seja real é necessario que as constantes A; e A, sejam também complexas

conjugadas, podendo-se escrever com generalidade:
1 1

A= —4el?; Ay = —de I
2 2
e, portanto,
x(t) = lAe_“ej(thr ?) 4 lAe_Me_ jttg)
2 2

i %Ae-m Li0150) , - j(wt+rp)]

Como /7 4 ¢ J% = 2cosd » tem-se por fim

At

x(2) = Ae” " cos(wt + @)

Encontrou-se assim uma solugdo periodica de frequéncia ¢ = ,/wg - 12 e cujas

amplitudes se vao amortecendo no tempo x((z) = Ae M.

Ae'/\f

A este regime chama-se oscilante (ou periddico) amortecido.

ii) Amortecimento forte, A > @ :

s1’2:-/\iw\2-wg<0

As raizes sao reais e negativas. A solugdo toma a forma:

_‘Sz‘t

x(2) = Aje ' + A,e®t = Ale“‘““’ + Ase
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iii) Amortecimento critico, A = W

§1 =8= -}, raiz dupla negativa
A solugdo ¢ da forma:

x(2) = (A + Brye ™M

sendo A e B agora as duas constantes de integracdo. A esta situagdo chama-se regime
aperiodico limite.

Vé-se assim que o tipo de regime encontrado depende dos parametros do sistema em

B

causa. O regime ¢ periddico amortecido quando 2—< — no caso do sistema
m m

mecanico, ou i < ; ,1sto é,| R« 2\E no caso do circuito eléctrico.
2L JLC c

Pode-se simular as oscilagdes de um sistema mecanico usando um circuito eléctrico,
com os parametros R, L, C convenientemente escolhidos de forma a se obter o regime
pretendido.

Repare que o regime que se encontra depende dos parametros do circuito e ndo do facto
de escrevermos a equacdo do sistema para a d.d.p. do condensador, para a intensidade
da corrente 1, ou para a d.d.p. aos terminais da bobine. Todas as grandezas eléctricas que
definirmos no circuito evoluem no tempo com o mesmo tipo de regime, o qual s
depende dos valores de R, L e C.

Verifiquemos o que acabamos de dizer para a intensidade i(t) do circuito:

[1]
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que é uma equagdo semelhante a equagdo anteriormente obtida para v () .

Por ultimo, analisemos as constante de integracdo A; e A, obtidas na solugdo
amortecida. No caso aqui em estudo, o circuito tem dois elementos armazenadores de
energia (um condensador e uma bobine), pelo que a equacao encontrada ¢ de 2* ordem,
introduzindo-se duas constantes de integragdo. Estas sao obtidas pelas condigdes iniciais
que correspondem a continuidade das energias eléctrica e magnética armazenada nos
dois elementos.

No condensador:

We(07)= Wo(0') T v.(07)=v.(0"),

1
pois W, = ECvg.
Na bobine:

W(07)= W, (07) 0 i(07)=i(0"),

1
pois W,, = —Li%.

2
Se o condensador se encontrar inicialmente carregado com uma carga qo, v.(0 ) = ‘%O ,

e o interruptor I aberto (0™ )= 0.

Analise de circuitos mais complexos

1) Leis de Kirchhoff em regime estacionario

Em corrente estacionaria tem-se ,ozE€ = () € divJ = 0. Destas duas equagdes podemos

estabelecer as chamadas leis de Kirchhoff' que sdo o ponto de partida na anélise de
circuitos.

1) Lei das malhas:
. E°.dp)=0
Se rotE¢ =0 U f( P)

Seja agora uma malha fechada com vérios elementos de circuito (resisténcias,
condensadores ou bobines).

! Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887). A sua importante descoberta ocorreu em 1845, permitindo o calculo das
correntes, tensoes e resisténcias dos circuitos eléctricos com varias malhas. Kirchhoff considerou redes eléctricas,
consistindo em circuitos unidos por nds, e deu as leis que reduzem o calculo em cada malha a um conjunto de
equagdes algébricas. Aprimeira lei estabelece que a soma das correntes que se dirigem para um dado no ¢ igual a
soma das correntes que partem desse nd. A segunda lei estabelece que a soma das forgas electromotrizes numa malha
de uma rede ¢ igual a soma das quedas de potencial em cada elemento da malha.

As leis de Kirchhoff resultaram da aplicag@o da lei de Ohm. Por esta altura Kirchhoff ndo tinha conhecimento da
analogia estabelecida por Ohm entre o fluxo de calor e o fluxo de electricidade, que constituia a ideia (errada) que se
tinha a corrente eléctrica na altura. Na medida em que néo existe fluxo de calor num corpo com temperatura
uniforme, julgava-se que uma corrente estatica se podia estabelecer num condutor. Mas o trabalho de Kirchhoff
conduziu-o a compreender a natureza deste erro e chegou a correcta compreensdo da teoria das correntes eléctricas e
como esta podia-se harmonizar com a electrostatica. O seu importante trabalho sobre a radia¢@o térmica ajudou ao
desenvolvimento da Mecénica Quéntica.

146



Se circularmos na malha com o sentido Yy assinalado, tem-se:

[2]

A soma das diferencas de potencial ao longo de uma malha fechada ¢ igual a zero:
Z AV=0

malha
fechada

1) Lei dos nés:

Seja um nd de um circuito onde chegam trés condutores (trés ramos) percorridos por
correntes de densidades J;, J, e J3.

[3]

As normais 7, fy, e 7n3foram escolhidas de forma a que as 3 correntes sejam
positivas.

A lei dos nds enuncia-se assim da seguinte forma: “A soma das correntes que confluem
num dado né € igual a zero, arbitrando-se, por exemplo, que as correntes que chegam ao
no sdo positivas e as que partem do nd negativas, ou vice-versa’.

21:0

Y

No caso de figura apresentado, verifica-se: i1 = ip ~ i3 = 0.
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2) Leis de Kirchhoff em regime quase-estacionario.

Em regime variavel as equacdes anteriores sao substituidas por

rotE€ =0 [ rotE = - 0_B
0t
divi=0 0 divJ-=- aa—i

1) Lei das malhas:

. o . . L, di .
Como a d.d.p. aos terminais de um circuito bobinado ¢ v = Ri+ LE’ a lei das malhas
continua valida desde que nos elementos indutivos puros se considere uma d.d.p.

1 . .
vy = L— a0s seus terminais.
dt
ii)  Leidos nos:

-9 _
A equacgdo divJ + % = 0,com p = divD, implica

[4]

Contudo num regime estacionario, isto ¢, de frequéncia w nao muito elevada, tem-se

a_D
0¢

E a lei dos nos pode escrever-se aproximadamente sob a forma

‘J‘» , desde que 0, >> €0

Z icondug[to =0
Y

que ¢ a mesma expressao do regime estaciondrio.

Exercicio de aplicacao:

S6 iremos abordar neste curso circuitos com, no maximo, dois elementos
armazenadores de energia (uma bobine e um condensador) descritos por uma equagdo
diferencial de 2* ordem.

Seja assim o circuito representado na figura (Prob. 190).

[5]
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Equacdo diferencial para v (t):

[6]

Equagdo de um oscilador harmoénico for¢ado com atrito do tipo:

2
d7x ) 9, wix= F(t),
dl‘z dt

1

t
comAd = —— Wo-= ﬁ e F(t)= & ¢ a excitacao do oscilador.

2RC LC

Equacio diferencial para i(t):

. t
vavptve g v= L%+%Ii2dt+ v.(0)

[7]
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Os coeficientes de atrito A e a frequéncia propria @ ¢ sdo obviamente 0s mesmos, ao
passo que a excitacdo do oscilador ¢ agora diferente para o caso da intensidade da
corrente i(t):
1 dv v
F'(t)= ——+
Ldt RLC

Oscilacoes num circuito LC

Vamos ver que num circuito com coeficiente de inducdo L e uma capacidade C os dois
elementos armazenadores de energia carregam-se e descarregam-se alternadamente,
apresentando os mesmos valores médios no tempo para a energia armazenada.

[8]
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Tem-se assim <We> = <Wm> = %We

-

O condensador e a bobine carregam-se e descarregam-se periodicamente, com uma
conversao integral de energia eléctrica em energia magnética e vice-versa, apresentando
os mesmos valores médios para a energia armazenada, tal como acontece num oscilador

harmonico livre sem atrito com a conversao de energia potencial em energia cinética e
vice-versa.
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Comentiario — Definimos valor médio de uma grandeza peridédica como:

T
—_1
(X)= X = —[X(@)dt
TJ(;

No caso da fungio cos? (wot) , tem-se

<cos2 (W 0t)> = %J’ cosz(w ot).dt

T
1.1+ 20 ot
:?I—C"S( 0D 4
0
T
:lfﬂ-}-o:l
T02 2

Balanco de poténcia num circuito RLC

Voltando de novo ao circuito RLC série no qual um condensador inicialmente

carregado com a carga q ¢ descarregado sobre uma resisténcia R e uma indugao L.

sy
:

TIDD
\j
» | ,

T

A

0 [

[9]
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Durante a descarga do condensador tem-se num dado instante t:
t

2
JRide W)+ W, (t) = 10
) 2C
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